
matemati
a di basePasquale L. De AngelisProve d'esameNel seguito sono riportate le tra

e e le soluzioni di al
une prove d'esameassegnate negli s
orsi anni agli studenti dei 
orsi di area matemati
a del primoanno attivati presso i vari dipartimenti di natura e
onomi
a dell'Ateneo.Si 
onsiglia 
aldamente di provare a risolverli solo dopo aver studiato l'interovolume, aver 
ompreso gli esempi ivi riportati e risolto gli eser
izi di 
ontrollosuggeriti.



Prove d'esame 2Esame diMetodi di Matemati
a Appli
ata (9 CFU)
1. Studiare il 
omportamento della funzione:

f(x) =
√

x+ 6 log(x+ 1)2. Risolvere mediante il metodo di Gauss il sistema lineare:






x1 − x2 − 3x3 = 4
2x1 − 3x2 + x3 = 3
3x1 − 4x2 − 2x3 = 73. Considerato 
he la funzione f(x) = log x − x3 + 2 si annulla in ]1, 2[,valutare un valore approssimato dello zero 
on un de
imale esatto.4. Determinare l'in�nitesimo 
ampione equivalente all'in�nitesimo

f(x) = sen 4x− tan x2 in zero.5. Cal
olare le derivate parziali prime della seguente funzione:
f(x, y) = y3 log(x+ 2y) + x

√

3 + y2

6. Controllare se i vettori
x1 =





1
1

−2



 , x2 =





−2
1
3



 , x3 =





1
−2
−1



sono linearmente indipendenti.



Prove d'esame 3Svolgimento
• Eser
izio n.1

• Campo di esistenza: E[f(x)]La funzione ri
hiede la valutazione del log(x+1); il suo argomento deve,allora, essere maggiore di zero: x + 1 > 0 da 
ui, banalmente, si ha:
x > −1.Su

essivamente o

orre valutare√x+ 6 log(x+ 1); il suo argomento de-ve, allora, essere maggiore o tutt'al più, uguale a zero: x+6 log(x+1) ≥ 0.Quest'ultima disequazione non è fa
ilmente risolvibile: proviamo, allo-ra, a studiare, per sommi 
api, la funzione g(x) = x+6 log(x+1). Risulta:1. Campo di esistenza:

E[g(x)] = E[x+ 6 log(x+ 1)] =]− 1,+∞).2. Comportamento agli estremi:
lim

x→−1
x+ 6 log(x+ 1) = −∞, lim

x→+∞

x+ 6 log(x+ 1) = +∞.3. Monotonia:la funzione è somma di funzioni strettamente 
res
enti e, pertanto,è, an
h'essa, strettamente 
res
ente.In sintesi, la funzione g(x) è una funzione:1. 
ontinua nell'intervallo ]− 1,+∞);2. il suo 
odominio 
oin
ide 
on R ;3. è strettamente 
res
ente quindi biunivo
aDeve quindi esistere un valore, indi
hiamolo 
on x0, in 
ui la funzione valezero; in più, nell'intervallo ]− 1, x0[ la funzione sarà negativa, nell'inter-vallo ]x0,+∞) la funzione sarà positiva. In�ne, è immediato ri
onos
ere
he risulta x0 = 0.Per quanto rilevato sul 
omportamento della funzione g(x), possiamoa�ermare 
he la funzione f(x) è de�nita nell'intervallo [0,+∞) dove 0 èl'uni
o valore 
he rende nullo il termine x+ 6 log(x+ 1):
E[f(x)] = [x0,+∞);
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• Comportamento agli estremi:La funzione è de�nita nel punto 0 e vale 0: f(0) = 0, mentre risulta:

lim
x→+∞

√

x+ 6 log(x+ 1) = +∞.

• Monotonia:la funzione è una funzione 
omposta tra due funzioni strettamente 
re-s
enti (funzione radi
e e g(x)) e, pertanto, è , an
h'essa, strettamente
res
ente.In sintesi, la funzione f(x) è una funzione:1. 
ontinua nell'intervallo [0,+∞);2. il suo 
odominio 
oin
ide 
on l'intervallo [0,+∞);3. è strettamente 
res
ente;4. è un in�nito in +∞ equivalente a√x, quindi, di ordine 1/2: non puòammettere asintoti obliqui; inoltre, deve esistere un punto x1 ≥ 0a partire dal quale essa risulta 
on
ava. La determinazione di talepunto ri
hiederebbe l'analisi della derivata se
onda della funzione
he appare non agevole. Ipotizzando 
he tale punto 
oin
ida 
on 0ovvero 
he la funzione sia sempre 
on
ava, possiamo ora tra

iareun gra�
o approssimato di f(x).
x

y

0 �g. 0.1
• Eser
izio n.2S
riviamo il sistema in forma matri
iale e sottraiamo la prima riga moltipli-
ata per due dalla se
onda e, moltipli
ata per tre, dalla terza riga, ottenendo:

A|b =





1 −1 −3 | 4
2 −3 1 | 3
3 −4 −2 | 7



 ⇒ A(1)|b(1) =





1 −1 −3 | 4
0 −1 7 | −5
0 −1 7 | −5







Prove d'esame 5La se
onda e la terza riga della matri
e 
ompleta sono uguali. Il sistema siridu
e ad un sistema di due equazioni. Per 
omodità di lettura, ris
riviamoloin forma s
alare, 
ambiando i segni della se
onda equazione:
{

x1 − x2 − 3x3 = 4
x2 − 7x3 = 5Appare evidente 
he si possa assegnare a x3 un valore arbitrario (x3 = t) eportarlo a destra, ottenendo:

{

x1 − x2 = 4 + 3t
x2 = 5 + 7tRisulta, quindi, possibile ottenere x2 dalla II equazione (x2 = 5 + 7t) e

x1 dalla I equazione (x1 = 9 + 10t). Il sistema è, quindi, dotato di in�nitesoluzioni:
x =

(

9 + 10t 5 + 7t t
)

, ∀ t ∈ R .

• Eser
izio n.3La funzione f(x) = log x−x3+2 si annulla 
ertamente almeno una volta nel-l'intervallo ]1, 2[ in quanto sono pienamente soddisfatte le ipotesi del teoremadegli zeri:
• la funzione f(x), somma di funzioni 
ontinue, è 
ontinua nell'intervallo;
• f(1) = 1 e f(2) = −5.3069 ossia la funzione 
ambia segno agli estremidell'intervallo.Indi
ato 
on x0 uno degli zeri della funzione f(x), per trovarne un valore ap-prossimato, appli
hiamo il metodo di bisezione; organizziamo i 
al
oli se
ondola seguente tabella:

n an f(an) bn f(bn) xn f(xn)

0 1 1 2 −5.3069 1.5 −0.9695

1 1 1 1.5 −0.9695 1.25 0.2700

2 1.25 0.2700 1.5 −0.9695 1.375 −0.2812

3 1.25 0.2700 1.375 −0.2812 1.3125 0.0109

4 1.3125 0.0109 1.375 −0.2812 1.3438



Prove d'esame 6Si

ome la prima 
ifra de
imale dei due estremi dell'intervallo ottenuto al 4passo risulta la stessa, approssimiamo la soluzione 
on il punto medio di taleintervallo: x0 ≃ 1.3438. 1
• Eser
izio n.4Risulta:

lim
x→0

sen 4x

x
= 4 → sen 4x equivale

x→0
4x;

lim
x→0

tg2 x

x2
= 1 → tg x2 equivale

x→0
x2.Nella somma o di�erenza di in�nitesimi prevale quello di ordine minore, per
ui:

f(x) = sen 4x− tg x2 equivale
x→0

4x.

• Eser
izio n.5Risulta:
∂f(x, y)

∂x
= y3

1

x+ 2y
+

√

3 + y2;

∂f(x, y)

∂y
= 3y2 log(x+ 2y) + y3

2

x+ 2y
+

xy
√

3 + y2
.

• Eser
izio n.6Per 
ontrollare se i tre vettori sono linearmente indipendenti, 
onsideriamola matri
e A formata 
on i tre vettori e valutiamone il rango.Risulta:
A =





1 −2 1
1 1 −2

−2 3 −1



 .Si

ome l'uni
o minore di ordine 3 è uguale a zero:1 Si noti 
he il valore della soluzione 
on 4 
ifre de
imali esatte è 1.3150
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det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1
1 1 −2

−2 3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,il rango non è, 
ertamente, tre; questo basta per a�ermare 
he i tre vettori nonsono linearmente indipendenti.



Prove d'esame 8Esame diMetodi di Matemati
a Appli
ata (9 CFU)
1. Studiare il 
omportamento della funzione:

f(x) =
√
e2x+1 + 3x2. Risolvere mediante il metodo di Gauss il sistema lineare:







−x1 + 3x2 + 3x3 = 4
x1 − 2x2 + 6x3 = 2
2x1 − 5x2 + 3x3 = −23. Considerato 
he la funzione f(x) = log3 x+ 3x si annulla in ]0, 1[, valu-tare un valore approssimato dello zero 
on un de
imale esatto.4. Determinare l'in�nitesimo 
ampione equivalente all'in�nitesimo

f(x) = ex
2 − 1 + 3 sen x in zero.5. Cal
olare le derivate parziali prime della seguente funzione:

f(x, y) = x log
√

3 + 2y + yex
2+y

2

6. Controllare se i vettori
x1 =





1
−1
2



 , x2 =





1
2
2



 , x3 =





−1
2
1



sono linearmente indipendenti.



Prove d'esame 9Svolgimento
• Eser
izio n.1

• Campo di esistenza: E[f(x)]L'argomento della radi
e quadrata esiste per tutti i valori di R ; l'u-ni
a limitazione è 
he deve essere maggiore o, tutt'al più, uguale azero: e2x+1 + 3x ≥ 0. Quest'ultima disequazione non è fa
ilmenterisolvibile: proviamo, allora, a studiare, per sommi 
api, la funzione
g(x) = e2x+1 + 3x. Risulta:1. Campo di esistenza:

E[g(x)] = E[e2x+1 + 3x] = R .2. Comportamento agli estremi:
lim

x→−∞

e2x+1 + 3x = −∞, lim
x→+∞

e2x+1 + 3x = +∞.3. Monotonia:la funzione è somma di funzioni strettamente 
res
enti e, pertanto,è, an
h'essa, strettamente 
res
ente.In sintesi, la funzione g(x) è una funzione:1. 
ontinua in tutto R ;2. il suo 
odominio 
oin
ide 
on R ;3. è strettamente 
res
ente quindi biunivo
aDeve quindi esistere un valore, indi
hiamolo 
on x0, in 
ui la funzionevale zero; in più, nell'intervallo (−∞, x0[ la funzione sarà negativa, nel-l'intervallo ]x0,+∞) la funzione sarà positiva. In�ne, si

ome risulta 
he
g(0) = e, è immediato ri
onos
ere 
he risulta x0 < 0.Per quanto rilevato sul 
omportamento della funzione g(x), possiamoa�ermare 
he la funzione f(x) è de�nita nell'intervallo [x0,+∞) dove x0è l'uni
o valore 
he rende nullo il termine e2x+1 + 3x:

E[f(x)] = [0,+∞);
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• Comportamento agli estremi:La funzione è de�nita nel punto x0 e vale 0: f(x0) = 0, mentre risulta:

lim
x→+∞

√

e2x+1 + 3x = +∞.

• Monotonia:la funzione è una funzione 
omposta tra due funzioni strettamente 
re-s
enti (funzione radi
e e g(x)) e, pertanto, è , an
h'essa, strettamente
res
ente.In sintesi, la funzione f(x) è una funzione:1. 
ontinua nell'intervallo [x0,+∞);2. il suo 
odominio 
oin
ide 
on l'intervallo [0,+∞);3. è strettamente 
res
ente;4. è un in�nito in +∞ equivalente a ex, quindi, di ordine arbitraria-mente grande: non può, quindi, ammettere asintoti obliqui; inoltre,deve esistere un punto x1 ≥ x0 a partire dal quale essa risulta 
on-vessa. La determinazione di tale punto ri
hiederebbe l'analisi delladerivata se
onda della funzione 
he appare non agevole. Ipotizzan-do 
he tale punto 
oin
ida 
on x0 ovvero 
he la funzione sia sempre
onvessa, possiamo ora tra

iare un gra�
o approssimato di f(x).
x

y

0x
0

e

�g. 0.2
• Eser
izio n.2S
riviamo il sistema in forma matri
iale e sommiamo la prima riga allase
onda e, moltipli
ata per 2, alla terza, ottenendo:
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A|b =





−1 3 3 | 4
1 −2 6 | 2
2 −5 3 | −2



 ⇒ A(1)|b(1) =





−1 3 3 | 4
0 1 9 | 6
0 1 9 | 6



La se
onda e la terza riga della matri
e 
ompleta sono uguali. Il sistema siridu
e ad un sistema di due equazioni. Per 
omodità di lettura, ris
riviamoloin forma s
alare, 
ambiando i segni della prima equazione:
{

x1 − 3x2 − 3x3 = −4
x2 + 9x3 = 6Appare evidente 
he si possa assegnare a x3 un valore arbitrario (x3 = t) eportarlo a destra, ottenendo:

{

x1 − 3x2 = −4 + 3t
x2 = 6− 9tRisulta, quindi, possibile ottenere x2 dalla II equazione (x2 = 6 − 9t) e

x1 dalla I equazione (x1 = 14 − 24t). Il sistema è, quindi, dotato di in�nitesoluzioni:
x =

(

14− 24t 6− 9t t
)

, ∀ t ∈ R .

• Eser
izio n.3La funzione f(x) = log3 x+3x si annulla 
ertamente almeno una volta nel-l'intervallo ]0, 1[ in quanto sono pienamente soddisfatte le ipotesi del teoremadegli zeri:
• la funzione f(x), somma di funzioni 
ontinue, è 
ontinua nell'intervallo;
• lim

x→0
f(x) = −∞ e f(1) = 3 ossia la funzione 
ambia segno agli estremidell'intervallo.Indi
hiamo 
on x0 uno degli zeri della funzione f(x): per trovarne un va-lore approssimato, appli
hiamo il metodo di bisezione; organizziamo i 
al
olise
ondo la seguente tabella:
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n an f(an) bn f(bn) xn f(xn)

0 0 −∞ 1 3 0.5 1.1670

1 0 −∞ 0.5 1.1670 0.25 −1.9142

2 0.25 −1.9142 0.5 1.1670 0.375 0.1814

3 0.25 −1.9142 0.375 0.1814 0.3125 −0.6361

4 0.3125 −0.6361 0.375 0.1814 0.3438Si

ome la prima 
ifra de
imale dei due estremi dell'intervallo ottenuto al 4passo risulta la stessa, approssimiamo la soluzione 
on il punto medio di taleintervallo: x0 ≃ 0.3438.2
• Eser
izio n.4Risulta:

lim
x→0

ex
2 − 1

x2
= 1 → ex

2 − 1 equivale
x→0

x2;

lim
x→0

3 senx

x
= 3 → 3 senx equivale

x→0
3x.Nella somma o di�erenza di in�nitesimi prevale quello di ordine minore, per
ui:

f(x) = ex
2 − 1 + 3 sen x equivale

x→0
3x.

• Eser
izio n.5Risulta:
∂f(x, y)

∂x
= log

√
3 + 2y + 2xyex

2+y
2

;

∂f(x, y)

∂y
=

x

3 + 2y
+ (1 + 2y2)ex

2+y
2

.

• Eser
izio n.6Per 
ontrollare se i tre vettori sono linearmente indipendenti, 
onsideriamola matri
e A formata 
on i tre vettori e valutiamone il rango.2 Si noti 
he il valore della soluzione 
on 5 
ifre de
imali esatte è 0.35884



Prove d'esame 13Risulta:
A =





1 1 −1
−1 2 2
2 2 1



 .Si

ome l'uni
o minore di ordine 3 è diverso da zero:
det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1
−1 2 2
2 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 9,il rango è tre; questo basta per a�ermare 
he i tre vettori sono linearmenteindipendenti.



Prove d'esame 14Esame diMetodi di Matemati
a Appli
ata (9 CFU)
1. Studiare il 
omportamento della funzione:

f(x) =
1

4ex − 2x2. Risolvere mediante il metodo di Gauss il sistema lineare:






x1 − x2 − x3 = 1
x1 − 2x2 − 2x3 = 3
2x1 − 3x2 − 3x3 = 43. Considerato 
he la funzione f(x) = x2 +

√
x − 3 si annulla in ]1, 2[, va-lutare un valore approssimato dello zero 
on un de
imale esatto.4. Determinare l'in�nitesimo 
ampione equivalente all'in�nitesimo

f(x) = (ex
4 − 1) sen 4x in zero.5. Cal
olare le derivate parziali prime della seguente funzione:

f(x, y) = (x2 + 3y)e3x+2 + log
x2 + 2y

3x+ y26. Controllare se i vettori
x1 =





1
1
3



 , x2 =





2
1
4



 , x3 =





−3
−2
−7



sono linearmente indipendenti.



Prove d'esame 15Svolgimento
• Eser
izio n.1

• Campo di esistenza: E[f(x)]Il denominatore della funzione esiste per tutti i valori di R ; l'uni
a limi-tazione è 
he deve essere diverso da zero: 4ex − 2x 6= 0. Quest'ultimadisequazione non è fa
ilmente risolvibile: proviamo, allora, a studiare,per sommi 
api, la funzione g(x) = 4ex − 2x. Risulta:1. Campo di esistenza:
E[g(x)] = E[4ex − 2x] = R .2. Comportamento agli estremi:

lim
x→−∞

4ex − 2x = +∞,

lim
x→+∞

4ex − 2x = +∞ ( ord
x→+∞

4ex > ord
x→+∞

2x).3. Monotonia:Non è immediato giudi
are il 
omportamento della funzione: ri
or-riamo, allora, all'analisi della derivata.
g′(x) = 4ex − 2 → g′(x) > 0 se ex >

1

2
→ x > log

1

2
.Risulta, quindi, evidente 
he la funzione presenta un minimo in

x0 = log 1/2 ≃ −0.69.Il valore di questo minimo è allora:
4elog

1

2 − 2 log
1

2
≃ 3.39 > 0.Si

ome il minimo della funzione è positivo, risulta 
he la funzione g(x)è sempre positiva.Per quanto rilevato sul 
omportamento della funzione g(x), possiamoa�ermare 
he la funzione f(x) è de�nita in tutto R .
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• Comportamento agli estremi:

lim
x→−∞

1

4ex − 2x
= 0 lim

x→+∞

1

4ex − 2x
= 0.

• Segno della funzione:la funzione è la re
ipro
a di una funzione sempre positiva; è, quindi,an
h'essa, positiva.
• Monotonia:la funzione è la re
ipro
a di una funzione 
he presenta in x0 un minimo;pertanto essa presenta in x0 un massimo; risulta f(x0) ≃ 1/3.69 ≃ 0.28.In sintesi, la funzione f(x) è una funzione:1. 
ontinua in tutto R ;2. il suo 
odominio 
oin
ide 
on l'intervallo ]0, f(x0)];3. x0 ≃ −0.69 è l'uni
o punto di massimo: deve esistere un intorno ditale punto in 
ui la funzione è 
on
ava;4. agli estremi la funzione tende a zero; in parti
olare, la funzione èun in�nitesimo di ordine 1 in −∞, un in�nitesimo di ordine arbi-trariamente elevato in +∞; inoltre, devono esistere un intorno di

−∞ e uno di +∞ nei quali la funzione è 
onvessa. Devono, quindi,esistere dei punti di �esso. La loro determinazione ri
hiederebbel'analisi della derivata se
onda della funzione 
he appare non age-vole. Ipotizzando 
he tali punti siano solo due, uno a sinistra di x0,l'altro a destra, possiamo ora tra

iare un gra�
o approssimato di
f(x).

x

y

0x
0�g. 0.3
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• Eser
izio n.2S
riviamo il sistema in forma matri
iale e sottraiamo la prima riga dallase
onda e, moltipli
ata per 2, dalla terza, ottenendo:

A|b =





1 −1 −1 | 1
1 −2 −2 | 3
2 −3 −3 | 4



 ⇒ A(1)|b(1) =





1 −1 −1 | 1
0 −1 −1 | 2
0 −1 −1 | 2



La se
onda e la terza riga della matri
e 
ompleta sono uguali. Il sistema siridu
e ad un sistema di due equazioni. Per 
omodità di lettura, ris
riviamoloin forma s
alare, 
ambiando i segni della se
onda equazione:
{

x1 − x2 − x3 = 1
x2 + x3 = −2Appare evidente 
he si possa assegnare a x3 un valore arbitrario (x3 = t) eportarlo a destra, ottenendo:

{

x1 − x2 = 1 + t
x2 = −2− tRisulta, quindi, possibile ottenere x2 dalla II equazione (x2 = −2− t) e x1dalla I equazione (x1 = −1). Il sistema è, quindi, dotato di in�nite soluzioni:

x =
(

−1 −2− t t
)

, ∀ t ∈ R .

• Eser
izio n.3La funzione f(x) = x2+
√
x−3 si annulla 
ertamente almeno una volta nel-l'intervallo ]1, 2[ in quanto sono pienamente soddisfatte le ipotesi del teoremadegli zeri:

• la funzione f(x), somma di funzioni 
ontinue, è 
ontinua nell'intervallo;
• f(1) = −1 e f(2) = 1 +

√
2 ossia la funzione 
ambia segno agli estremidell'intervallo.Indi
hiamo 
on x0 uno degli zeri della funzione f(x): per trovarne un va-lore approssimato, appli
hiamo il metodo di bisezione; organizziamo i 
al
olise
ondo la seguente tabella:
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n an f(an) bn f(bn) xn f(xn)

0 1 −1 2 2.4142 1.5 0.4747

1 1 −1 1.5 0.4747 1.25 −0.3195

2 1.25 −0.3195 1.5 0.4747 1.375 0.0632

3 1.25 −0.3195 1.375 0.0632 1.3125 −0.1317

4 1.3125 −0.1317 1.375 0.0632 1.3438Si

ome la prima 
ifra de
imale dei due estremi dell'intervallo ottenuto al 4passo risulta la stessa, approssimiamo la soluzione 
on il punto medio di taleintervallo: x0 ≃ 1.3438.3
• Eser
izio n.4Risulta:

lim
x→0

ex
4 − 1

x4
= 1 → ex

4 − 1 equivale
x→0

x4;

lim
x→0

sen 4x

x
= 4 → sen 4x equivale

x→0
4x.Il prodotto di in�nitesimi equivale al prodotto degli in�nitesimi equivalentidei fattori, per 
ui:

f(x) = (ex
4 − 1) sen 4x equivale

x→0
4x5.

• Eser
izio n.5Risulta:
∂f(x, y)

∂x
= [2x+ 3(x2 + 3y)]e3x+2 +

3x2 + 2xy2 − 6y

(x2 + 2y)(3x + y2)
;

∂f(x, y)

∂y
= 3e3x+2 + 2

3x− y2 − x2y

(x2 + 2y)(3x+ y2)
.

• Eser
izio n.63 Si noti 
he il valore della soluzione 
on 4 
ifre de
imali esatte è 1.3550
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ontrollare se i tre vettori sono linearmente indipendenti, 
onsideriamola matri
e A formata 
on i tre vettori e valutiamone il rango.Risulta:
A =





1 2 −3
1 1 −2
3 4 −7



 .Si

ome l'uni
o minore di ordine 3 è uguale a zero:
det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −3
− 1 −2
3 4 −7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,il rango non è 
ertamente tre; questo basta per a�ermare 
he i tre vettori sonolinearmente dipendenti.



Prove d'esame 20Esame diMetodi di Matemati
a Appli
ata (9 CFU)
1. Studiare il 
omportamento della funzione:

f(x) =
1

x+ 4 log x2. Risolvere mediante il metodo di Gauss il sistema lineare:






x1 − x2 + 3x3 = 2
2x1 − 3x2 − 2x3 = 3
x1 − 2x2 − 6x3 = 13. Considerato 
he la funzione f(x) = ex−1−3x si annulla in ]0, 1[, valutareun valore approssimato dello zero 
on un de
imale esatto.4. Determinare l'in�nitesimo 
ampione equivalente all'in�nitesimo

f(x) = log(x3 + 1)−√
x in zero.5. Cal
olare le derivate parziali prime della seguente funzione:
f(x, y) = xy3 +

ex√
x+ y6. Determinare il rango della matri
e:

A =





3 2 1
3 4 −1
2 −2 4



 .
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• Eser
izio n.1

• Campo di esistenza: E[f(x)]Il denominatore della funzione esiste per tutti i valori di x ∈]0,+∞);o

orre, poi, 
he sia diverso da zero: x + 4 log x 6= 0. Quest'ultima di-sequazione non è fa
ilmente risolvibile: proviamo, allora, a studiare, persommi 
api, la funzione g(x) = x+ 4 log x. Risulta:1. Campo di esistenza:
E[g(x)] = E[x+ 4 log x] =]0,+∞).2. Comportamento agli estremi:

lim
x→0

x+ 4 log x = −∞, lim
x→+∞

x+ 4 log x = +∞3. Monotonia:la funzione è somma di funzioni strettamente 
res
enti e, pertanto,è, an
h'essa, strettamente 
res
ente.In sintesi, la funzione g(x) è una funzione:1. 
ontinua nell'intervallo ]0,+∞);2. il suo 
odominio 
oin
ide 
on R ;3. è strettamente 
res
ente quindi biunivo
aDeve quindi esistere un valore, indi
hiamolo 
on x0, in 
ui la funzione valezero; in più, nell'intervallo ]0, x0[ la funzione sarà negativa, nell'intervallo
]x0,+∞) la funzione sarà positiva. Si

ome in 1 la funzione è positiva,
g(1) = 1, il punto x0 deve ri
adere nell'intervallo ]0, 1[.Per quanto rilevato sul 
omportamento della funzione g(x), possiamoa�ermare 
he la funzione f(x) è de�nita in ]0, x0[∪ ]x0,+∞].
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• Comportamento agli estremi:

lim
x→0

1

x+ 4 log x
= 0, lim

x→x
−

0

1

x+ 4 log x
= −∞,

lim
x→x

+

0

1

x+ 4 log x
= +∞, lim

x→+∞

1

x+ 4 log x
= 0.

• Monotonia:la funzione è la re
ipro
a di una funzione strettamente 
res
ente; pertantoessa sarà strettamente de
res
ente sia nell'intervallo ]0, x0[ sia nell'inter-vallo ]x0,+∞).In sintesi, la funzione f(x) è una funzione:1. 
ontinua in ]0, x0[∪ ]x0,+∞];2. agli estremi 0 e +∞ la funzione tende a zero; in parti
olare, in ze-ro, il limite vale zero. Risulta, quindi, 
he x = 0 è un punto didis
ontinuità eliminabile, la funzione può essere prolungata in zeroassumendo il valore del limite, ossia zero: f(0) = 0. La funzioneè un in�nitesimo di ordine 1 in +∞; inoltre tende a zero per valo-ri positivi: deve esistere un intorno di +∞ nel quale la funzione è
onvessa. I limiti sinistro e destro in x0 sono, rispettivamente, −∞e +∞; devono, quindi, esistere un intorno sinistro e uno destro di
x0 nei quali la funzione è, rispettivamente, 
on
ava e 
onvessa. Unaanalisi più a

urata ri
hiederebbe lo studio della derivata prima ese
onda della funzione, studio 
he appare non agevole. Ipotizzan-do 
he la funzione sia 
on
ava in [0, x0[ e 
onvessa in ]x0,+∞),possiamo ora tra

iare un gra�
o approssimato di f(x).

x

y

0 1x
0�g. 0.4
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• Eser
izio n.2S
riviamo il sistema in forma matri
iale e sottraiamo la prima riga, molti-pli
ata per 2, dalla se
onda e, invariata, dalla terza, ottenendo:

A|b =





1 −1 3 | 2
2 −3 −2 | 3
1 −2 −6 | 1



 ⇒ A(1)|b(1) =





1 −1 −1 | 1
0 −1 −8 | −1
0 −1 −9 | −1



Sottraiamo, ora, la se
onda riga dalla terza:
A(1)|b(1) =





1 −1 −1 | 1
0 −1 −8 | −1
0 −1 −9 | −1



 ⇒ A(1)|b(1) =





1 −1 −1 | 1
0 −1 −8 | −1
0 0 −1 | 0



Per 
omodità di lettura, ris
riviamo il sistema in forma s
alare, 
ambiandoi segni della se
onda e della terza equazione:






x1 − x2 − x3 = 2
x2 + 8x3 = 1

x3 = 0da 
ui è, immediato, ri
avare a ritroso, x3 = 0, x2 = 1 e x1 = 3.Il sistema è, quindi, dotato di un'uni
a soluzione:
x =

(

3 1 0
)

.

• Eser
izio n.3La funzione f(x) = x2+
√
x−3 si annulla 
ertamente almeno una volta nel-l'intervallo ]0, 1[ in quanto sono pienamente soddisfatte le ipotesi del teoremadegli zeri:

• la funzione f(x), somma di funzioni 
ontinue, è 
ontinua nell'intervallo;
• f(0) = 0.3679 e f(1) = −2 ossia la funzione 
ambia segno agli estremidell'intervallo.Indi
hiamo 
on x0 uno degli zeri della funzione f(x): per trovarne un va-lore approssimato, appli
hiamo il metodo di bisezione; organizziamo i 
al
olise
ondo la seguente tabella:
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n an f(an) bn f(bn) xn f(xn)

0 0 0.3679 1.0000 −2.0000 0.5000 −0.8935

1 0 0.3679 0.5000 −0.8935 0.2500 −0.2776

2 0 0.3679 0.2500 −0.2776 0.1250 0.0419

3 0.1250 0.0419 0.2500 −0.2776 0.1875 −0.1188

4 0.1250 0.0419 0.1875 −0.1188 0.1563Si

ome la prima 
ifra de
imale dei due estremi dell'intervallo ottenuto al 4passo risulta la stessa, approssimiamo la soluzione 
on il punto medio di taleintervallo: x0 ≃ 0.1563.4
• Eser
izio n.4Risulta:

lim
x→0

log(x3 + 1)

x3
= 1 → log(x3 + 1) equivale

x→0
x3,mentre, ovviamente, √x è di ordine 1

2 .Nella somma o di�erenza di in�nitesimi prevale quello di ordine minore, per
ui:
f(x) = log(x3 + 1)−

√
x equivale

x→0
−

√
x.

• Eser
izio n.5Risulta:
∂f(x, y)

∂x
= y3 +

ex(2x+ 2y − 1)

2
√

(x+ y)3
;

∂f(x, y)

∂y
= 3xy2 − ex

2
√

(x+ y)3
.

• Eser
izio n.64 Si noti 
he il valore della soluzione 
on 5 
ifre de
imali esatte è 0.14123
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e possiede minori di ordine 1, 2 e 3. L'uni
o minore di ordine 3 ènullo:
det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 1
3 4 −1
2 −2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,mentre ha almeno un minore di ordine 2 diverso da zero:
∣

∣

∣

∣

3 2
3 4

∣

∣

∣

∣

= 6.Si ha, quindi, 
he r(A)=2.


