MATEMATICA DI BASE
Pasquale L. De Angelis

Esercizi relativi al capitolo VIII

Nel seguito sono riportati alcuni esercizi utili a verificare la qualitd della
conoscenza acquisita sugli argomenti sviluppati nel capitolo VIII del volume.

Si consiglia caldamente di affrontarli solo dopo aver studiato l'intero capi-
tolo, aver compreso gli esempi ivi riportati e risolto gli esercizi di controllo
suggeriti.

1. Sia X = ]0,2]. Controlliamo se i seguenti valori sono o meno punti di
accumulazione per X: 1 = —1,29 = 0,23 = 1,24 = 2.

Risposta: Il punto x1 non & di accumulazione per X, gli altri si.

2. Consideriamo una funzione f(z) definita in X =] —2,-1[U {z : = =
1/n,n € N} U N. In quali valori di Rsi puo effettuare il limite di f?

Risposta: X =[-2,—1]U {0} U {+oo}.

3. Calcolare i limiti di tutte le funzioni elementari agli estremi del loro
campo di esistenza.
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Risposta:
lim 2?" = 400 lim 2?" = 400
Tr——00 T—r—+00
lim 22" = —0 lim 22" = 400
T—r—00 T—r—+00
lim ¢z = V0=0 lim Yz = 400
r—0t T—r—+00
lim a®* =0,a>1 lim a® = +o0,a>1
r——00 T—r+00
lim a® = +o00,0<a <1 lim ¢*=0,0<a<1
r——00 T—r+00
xi)néh 0g, T 00, a > Lm log, +00,a >
lim log, z = +00,0 < a <1 lim log,z=—-00,0<a<1
z—0+ x——+00
lim 2% =0“=0,a >0 lim 2% = +oo,a >0
r—0t T—+00
lim 2% = 400, < 0 lim 2z =0,a <0
z—0+ x——+00
lim senx non esiste lim senx non esiste
r——00 T—r—+00
lim cosx non esiste lim cosx non esiste
T—r—00 T—r—+00
lim tgz non esiste lim tgz non esiste
T—r—00 T—r—+00
lim cotgx non esiste lim cotgx non esiste
T—r—00 T—r—+00
lim tgx =+o0 lim tgxr=—oc0
x—T/27 z—m/2t
lim cotgx = —o0 lim cotgz = 400
z—0~ z—07t
lim tgx non esiste lim cotg x non esiste
x—7/2 xz—0
lim arcsenx = arcsen(—1) = —7/2 lim arcsenz = arcsen(1) = 7/2
z——1 z—1
lim arccos z = arccos(—1) = lim arccos x = arccos(1) =0
z——1 z—1
lim arctgex = —m/2 lim arctga = /2
r——00 T—r—+00
lim arccotgzr =7 lim arccotgz =0
r——00 T—r—+00
4. Calcolare i seguenti limiti:
1 arccotg x
a) lim %8127 b) lim <—2> ,
Tr—+00 T——00 €T
c) lim(sen(x)+ 1)%, d) lim (cosz + 1)°8%,
z—0 z—0+ .
1
e) lim (logsenz)v1+ z, f)  lim (1-— <—> ) arctg x,
z—0+ T——00 2
g) lim(cos x)x2), h) lim (arctgx)®.

T—T T——00
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Risposta:
1 arccotg T
a) lim el°81/2% =, b) lim <—2> =0,
Tr—400 T——00 €T
c) lim(sen(x) +1)* =1, d) lim (cosz +1)1°8% =0,
z—0 z—0t
1 xT
e) lim (logsenz)v1+x = —o0, f) lim (1— <—> ) arctg x = 400,
r—0+ T—r—00 2
g) non esiste, h) non esiste.
5. Calcolare i seguenti limiti:
1
1
a) lim ;, b) lim —&f——
z—+ooarctgx — /2 z—+ooarctg x — /2
c) lim s x, d) lim s x,
z—=0 X z—0+t X
-1 1
¢) lim senzx , £) lim cosx + ’
z—0- z z—1- logx
-1 1
¢) lim senzx 7 h)  lim cos T +
z—0+t x z—1+ logx
Risposta:
x +00 -1 —1
a) lim = = —00, b) lim —%f——— = — = +o0,
a—tocarctgr — /2 0~ z—+ooarctgr — /2 0~
. CosT . . cosw 1
c) lim = non esiste, d) lim = — = 400,
z—0 T z—0t T 0+
. senxz —1 -1 . cosx+1 cosl+1
e) lim ——— = — = 400, f) lim = = —00,
z—0~ T 0~ z—1- logx 0~
) senx —1 —1 h) i cost+1 cosl+1 +
m  —— = — = —0Q, im = = 400.
& z—0+ x 0t z—1+ logx 0t
6. Calcolare il seguente limite:
rsenx

m .
z—oo ¥+ 1
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Risposta: La funzione si presenta come rapporto di due funzioni dove,
perd, quella a numeratore non ammette limite per = che tende a +oo.
Non €&, quindi, possibile né applicare il teorema del rapporto né asserire
che il limite non esiste. Proviamo ad applicare il criterio del confronto: i
valori assunti dalla funzione possono essere circoscritti nel modo seguente:
x rsenx x
- < < .
z+1 z+1 z+1

In questo caso, si ha:

r+1-1 . r+1 1
im — = lim —— = lim — +—=-14+0=—1.
z—=+o00 x4+ 1 z—+oo rz+1 z—=+o0 x+1 x+1
Analogamente, si ha:
lim —— =1
z—+oox + 1

Si puo, quindi, asserire solo che, se il limite della funzione esiste, allo-
ra dovra essere compreso tra —1 e 1. Per verificarne o meno l'esisten-
za applichiamo la definizione di limite e controlliamo che la seguente
disequazione:

rsenx

T+ 1

—l‘<e,V6>0,

con [ € [—1,1], sia soddisfatta in un intorno di 400 ossia per x sufficien-
temente grande. Con semplici calcoli, la disequazione diventa:

(l_e)az—Fl z+1

<senz < (I +¢€) .
x T

Siccome, al crescere di x, la funzione seno assume tutti i valori compresi
tra —1 e 1, la disuguaglianza precedente potra essere soddisfatta se, per
ogui scelta di [ € [—1,1] e € > 0, risulta:

1 1
v < -1, 1<(l+e)$Jr .
xT

(=)

Notando che:

z+1
lim + =1,
r—+o00 X
e, quindi, che, per = abbastanza grande:

1
1—e<i<1—|—e,
x
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risulta:
(l—e)(l—€)<—-1, 1< (l+e€)(l+e).

Quest’ultime relazioni sono evidentemente false per e sufficientemente
piccolo. Si conclude che non esiste il limite proposto.



